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Sumario

Os sistemas grdficos actuais incluem primitivas para desenhar segmentos de recta, circunferéncias, curvas e
superficies de Bézier, NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines). No entanto, estes sistemas ndo fornecem pri-
mitivas gerais para representar graficamente curvas implicitas. A razdo fundamental para este estado-de-coisas
prende-se com o facto destas curvas poderem apresentar singularidades (e.g. auto-intersec¢oes) . Este artigo
introduz um algoritmo genérico, eficiente e robusto que permite representar qualquer curva analitica definida
implicitamente. Para isso, é utilizado um algoritmo BSP (Binary Space Partition) que particiona recursivamen-
te 0 espago ambiente QCR* duma forma ndo-uniforme de modo a determinar um conjunto de pontos que consti-
tuem uma aproximagdo discreta da curva. Cada ponto ndo é mais do que a intersec¢do da recta de bissec¢do
dum subespago com a curva, sendo determinado através dum algoritmo de aproximagdo numérica. Ndo sdo uti-
lizadas quaisquer técnicas de diferencia¢do. Ao contrario doutros algoritmos de decomposicdo, este algoritmo
permite também determinar pontos isolados, utilizando o conceito de extremo local de uma fungdo num dado

intervalo.

Palavras-chave
Curvas implicitas, BSP, aproximag¢do numérica .

1. INTRODUGAO

Neste artigo, considera-se o problema da representagdo
de curvas analiticas definidas implicitamente em R”. Por
outras palavras, pretende-se calcular uma aproximagio
poligonal da curva C={(x,y)eQcR”: fix,y)=0} definida
pelo conjunto de zeros duma fungio analitica / de R? em
R. Refira-se que o algoritmo proposto neste artigo ndo se
aplica somente a curvas algébricas como em [Blinn82],
mas também as curvas analiticas.

Basicamente, existem trés categorias de algoritmos para
representar curvas implicitas:

e Conversdo da representacdo. Estes algoritmos
convertem uma curva implicita numa curva pa-
ramétrica [Allgower91], [Bloomenthal88], [Lo-
rensen87]. Contudo, raramente existe uma pa-
rametrizagdo global para uma curva implicita. O
que ¢ garantido ¢ que existe uma parametrizacao
local na vizinhanga de qualquer ponto regular
da curva, i.e. f{x,y)=0 e Vf(x,y)#0. Mas, existin-
do uma parametrizagdo global da curva, utiliza-
se a sua representacdo paramétrica para dese-
nhar a curva.

o  Perseguicdo ou continua¢do da curva. A ideia
geral deste tipo de algoritmos € calcular um pon-
to da curva a custa do ponto anteriormente cal-
culado [Chandler88], [Moller95]. Para isso,
efectua-se o calculo do vector Hamiltoniano

_ @ @ combinado com o método denomi-
S
nado por Newton Corrector [Allgower90]. Estes
métodos sdo atractivos, pois concentram o es-
forco de processamento onde é necessario, adap-
tando-se também a variagdo da forma local da
curva. No entanto, ha sempre o risco de nem to-
das as componentes da curva serem desenhadas.
Para que todas as componentes da curva sejam
desenhadas temos de calcular um ponto inicial
em cada uma delas, o que nem sempre ¢ possi-
vel.

e Subdivisdo do espaco. Estes algoritmos fazem
uma subdivisdo do espaco em subespacos de
menor area, eliminando imediatamente os su-
bespacos onde ndo existe qualquer segmento da
curva [Bloomenthal88], [Bloomenthal94], [Tri-
quet01]. Contudo, as técnicas de subdivisdo nio
tém sido muito atractivas, pois o processamento
intensivo dos algoritmos de subdivisdo tornam
lentas muitas aplicacdes [Snyder92]. Recente-
mente [Lopes01] apresentou uma técnica usando
aritmética intervalar que permite aumentar o de-
sempenho de representagdo da curva.

Este artigo apresenta uma técnica de subdivisdo para cur-
vas implicitas no plano. O algoritmo adapta-se & curvatu-
ra da curva, efectuando mais subdivisdes onde a curvatu-
ra muda notoriamente. O algoritmo permite também a
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determinacdo de pontos isolados da curva. Um ponto
isolado ¢ determinado através de um processo de apro-
ximagdo (apoiado no célculo dos extremos relativos de f)
que converge para o tal ponto isolado.

O artigo estd organizado em sec¢des. Na seccdo 2 des-
creve-se 0 método de partigdo BSP ndo-uniforme, a es-
trutura BSP usada, assim como o modo como sdo deter-
minados os pontos isolados. Na secc¢do 3 ¢ descrita a con-
tinuagdo dos pontos na estrutura BSP, de modo a dese-
nhar correctamente a curva. Na sec¢do 4 apresentam-se
alguns resultados experimentais relevantes. O artigo ter-
mina com as conclusdes na sec¢ao 5.

2. PARTIGAO BINARIA NAO-UNIFORME

2.1 Estrutura de dados BSP

A Figura 1 ilustra o método de particdo bindria ndo-
uniforme do espago ambiente QcR® onde se encontra
parte ou a totalidade da curva implicita C. Este método
divide recursivamente o espaco Q em dois novos subes-
pacos Qe € Qyigne através de uma recta / que intersecta a
curva. A recta / é denominada por recta de bissecgdo (ou
recta BSP). Se, porventura, um subespaco contém um
segmento da curva, entdo sera novamente subdividido em
dois subespacos, a ndo ser que a distancia entre os pontos
finais do segmento da curva seja menor ou igual a uma
pequena tolerdncia &, ou que a curvatura ao longo do
segmento da curva ndo varie duma forma significativa.
Os subespagos onde ndo existe qualquer segmento da
curva sao desde logo abandonados.

Qright

Figura 1: Arvore BSP

A correspondente estrutura de dados ¢ uma arvore bina-
ria, designada por arvore BSP. Em termos de cddigo
C++, cada nd da arvore BSP ¢ codificada do seguinte
modo:
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class BSP Node {
List *fr;
List *lip;
BSPline *1;
BSP Node *left,
BSP Node *next;

*right;

}

A variavel fr identifica a fronteira Fr(Q) de um subes-
paco convexo (2. A fronteira dum subespago consiste
numa lista de segmentos de recta que o delimitam; 1ip
¢ a lista de pontos resultante da intersec¢do Fr(Q)NC; 1 ¢
a recta que subdivide Q em dois novos subespagos, Qyer €
Qigns Left identifica Qe enquanto que right identi-
fica Qygn; next é um ponteiro que permite a travessia
directa das folhas da arvore, o que permite visualizar C
mais rapidamente.

2.2 Recta BSP
A determinagdo da recta de bisseccdo (ou recta BSP) /
envolve os seguintes calculos no subespaco a subdividir:

e Determinam-se os pontos de interseccdo
Fr(Q2))nC. Caso a intersec¢do seja nula, sdo ge-
radas varias rectas até que uma delas intersecte a
curva;

e Escolhem-se os pontos mais afastados P e Q do
passo anterior;

e Determina-se a mediatriz / do segmentoP_Q .

P
@

Figura 2: Determinacio da recta BSP

A recta BSP ¢ precisamente a mediatriz do segmento de
recta PO (Figura 2). A ideia subjacente a escolha dos

pontos mais afastados, P e Q, ¢ permitir subdividir o es-
paco o mais equitativamente possivel. Deste modo, a
arvore BSP resultante tera tendencialmente menos nos.
De facto, através deste critério de subdivisdao ha a ten-
déncia para obter mais rapidamente segmentos da curva
quase lineares com um menor nimero de subdivisdes.

O correspondente algoritmo para determinar a recta BSP,
podera ser escrito do seguinte modo:
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ALGORITMO 1 (BSPLINE)
INPUT:
(a) Q: subespago de R*
OUTPUT:
(a) I: recta BSP
Begin
1. lip < Fr(QQ)nC

2. if (Mip)
— [ « recta arbitraria que passa pelo centro de Q e
intersecta C

else

— determinar os pontos P e Q mais afastados de /ip

— | < mediatriz de P_Q

— if (d(P,Q) <&) return NULL

- I dPQ <1 e (HFr(Q)NC)==2)
e R«INC
e if(Z(RP,RO )~ 180°) return NULL

3. return |
End

O algoritmo de parti¢do binaria ndo depende da existén-
cia de singularidades na curva (e.g. auto-intersecgdes).
De facto, se um subespgo contiver uma auto-intersecgéo,
a sua parti¢do recursiva tende a convergir para tal singu-
laridade. Terminada a parti¢ao recursiva do espago inici-
al, as singularidades estardo certamente nos nés ou su-
bespagos terminais da arvore BSP.

Um subespago € contém uma auto-interseccao se o nu-
mero de pontos da curva na sua fronteira for maior ou
igual a 3, i.e. #(Fr(Q)NC) 23. Contudo, para os nds in-
termédios esta condi¢do ndo ¢ valida. Por exemplo, na
Figura 2(b), a curva intersecta a fronteira de Q em quatro
pontos, mas ndo existe qualquer auto-intersecc¢do da cur-
va em Q.

Note-se que os subespagos terminais sdo relativamente
pequenos uma vez que satisfazem a condigdo d(P,Q) <&,
i.e. a distdncia entre os dois pontos mais afastados P,Q €
Fr(QQ)NC é menor que &. Esta condi¢do € o critério de
paragem do algoritmo de parti¢@o binaria recursiva. Nes-
tas condicdes, assume-se que uma auto-intersec¢do dum
subespaco terminal € o ponto médio de PQ . Este critério
funciona bastante bem mesmo em casos degenerados em
que a distancia entre P e Q ¢ muito pequena, mas 0 com-
primento do arco pode ser significativo como acontece
com, por exemplo, a curva y-sin(1/x)=0.

O segundo critério de paragem tem a ver com o controlo
da curvatura. Este critério ¢ a conjun¢do das condi¢des
d(P,Q) < t e #(Fr(QQ)nC) == 2 implementadas no algo-
ritmo BSPLINE, onde 1=3&. Neste caso, se o angulo
L(ﬁ ,@ )~ 180°, a partigdo do subespago termina, i.e.
nenhuma recta BSP ¢ calculada, pois os pontos R, P e O
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sd0 colineares a menos de uma pequena tolerancia. (O
ponto R é o ponto de intersec¢do entre a mediatriz / ¢ a
curva C). Caso contrario, a recta BSP, previamente calcu-
lada, é retornada e o processo de subdivisdao continua.

2.3 Posicionamento dos pontos da curva em
relagao a recta BSP

Antes de subdividir o subespago Q2 em dois novos subes-
pacos Qe € Qigne através da recta /, terd de ser feita a
classificacdo dos pontos da curva que se encontram na
fronteira de Q de modo a decidir quais destes pontos per-
tencem a Qe € @ Qg

Seja P um ponto da recta / (Figura 3). O algoritmo de
classificacdo podera ser escrito do seguinte modo:

e Determina-se o vector unitario # em P com a di-
reccao de /;

. Determina;se o vector unitario w perpendicular
aQ (emR");

e Determina-se o vector unitirio PX para todo o
ponto X que intersecta a fronteira de Q;

e Se o produto misto (E(’x;).;v’>0, o ponto X
pertence ao subespaco Qeq;

e Se o produto misto (PX><u).§v><0, o ponto X
pertence ao subespago (g

Figura 3: Classificacdo dos pontos da curva em rela-
¢ao a recta BSP

Na Figura 3, os pontos 4 e B pertencem ao subespago
Qie, enquanto que C e D pertencem a Qg Se 0 produto

misto (PX xu).w=0, o ponto X pertence ao subespago
Qe € também ao subespago (g Isto acontece quando

X (e.g. P na Figura 3(b)) ¢ um ponto de intersec¢do entre
a curva e a recta BSP.

2.4 Criacao e actualizagao dos subespago Qe
€ Qrignt

Apos a classificacdo dos pontos de Fr(Q)NC nos novos
subespagos Qe 0U Qyigne, temos de redefinir as fronteiras
destes novos subespacos. Isto ¢ ilustrado na Figura 3,
onde Fr(Q)={s,,s,,83,54,55} ¢ a fronteira do subespago
convexo Q em R” e / é a recta que intersecta Fr(Q) em
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dois pontos. A primeira intersec¢do subdivide s; em dois
novos segmentos, s3; € s3p, enquanto que o segundo sub-
divide s5 em ss; ¢ ss,. Estas duas intersec¢des originam o
segmento s; < / que subdivide Q em Qyigh=1{5/,532,54,552} €
et ={8,851,81,52,831} -

A criacdo destes dois novos subespacos requer também a
classificacdao dos seus segmentos fronteiros em relacdo a
recta /. A classificagdo dos segmentos ¢ baseada no pro-
cesso de classificacdo dos pontos descritos na subsecgdo
anterior. Se o produto misto (ﬁ(x;).;v’ ¢ maior ou igual

a 0 para os dois pontos que definem um dado segmento,
entdo este segmento fard parte da fronteira do subespaco
Quer, mas se for menor que 0, entdo o segmento pertence
a fronteira de Qyign.

O correspondente algoritmo de criagdo e actualizacao dos
subespagos ¢ entdo:

ALGORITMO 2 (SUBSPACES)
INPUT:
(a) [:rectade partigdo de QQ
(b) Q: subespaco de R
OUTPUT:
(@) Queriz Querr <= Q
(b) Qright: Qright cQ
Begin
- Qe
- Qg I
— Determinar os dois pontos de
Fr(Q)nl
—  Classificar os pontos Fr(QQ)NC e Fr(2)n/

_ Actualizar fronteira de Q.5

intersecc¢ao

— Actualizar fronteira de Qg
End

2.5 Interseccio entre a curva e recta BSP

O método da secante ¢ um método de procura de zeros de
fungdes [Akai94]. Basicamente, este método parte de
duas estimativas distintas 4 ¢ B para a soluc¢do de f{x)=0
(veja-se Figura 4).

new B M

Figura 4: Representacio do método da secante.
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O processo ¢ iterativo e envolve interpolagdo linear, sen-
do actualizados 4 ou B em cada iteragdo. A interpolagdo
¢ dada pela formula

B-4
S(B)=f(4)
onde / ¢ a proxima estimativa que aproxima o ponto de
intersecgao.

I =B~ f(B)

O método da secante faz parte do algoritmo para a de-
terminagdo da intersec¢do entre a curva C e a mediatriz /
do subespaco. Inicialmente, a mediatriz é subdividida em
varios segmentos mais pequenos. Depois, a cada segmen-
to de recta ¢ aplicado o método da secante se for satisfei-
ta a condigdo f{4).{B)<0. Esta condi¢io garante que nes-
te segmento existe ponto de intersec¢do C M [. A divisdo
da mediatriz em pequenos segmentos ¢ necessaria, pois
pode existir mais do que um ponto de intersec¢do entre a
mediatriz e a curva C.

Seja MAXLENGTH o comprimento maximo admissivel
para a mediatriz, i.e. o comprimento da diagonal do espa-
¢o inicial Q, e MAX=10 o nimero maximo de subdivi-
soes da mediatriz inicial. O ntimero de subdivisdes da
mediatriz ¢ adaptativa e depende do comprimento da
mesma. Seja LENGTH o comprimento da mediatriz. Se
LENGTH < (MAXLENGTH / MAX), entdo aplica-se o
método da secante a propria mediatriz (pois esta ja € rela-
tivamente pequena); caso contrario, divide-se a mediatriz
em NSEG segmentos mais pequenos, onde NSEG ¢ dado
por

NSEG — MAX x LENGHT
MAXLENGTH

sendo depois aplicado o método da secante a cada seg-
mento.

2.6 Determinacgao de pontos isolados

Por definicdo, um ponto isolado duma curva ¢ todo o
ponto P para o qual ndo existe variagdo de sinal de f(x)
numa pequena vizinhanga centrada em P.

A determinag@o de pontos isolados ¢é feita nos subespacos
terminais da arvore BSP. A ideia base consiste em deter-
minar um ponto da fronteira de (2 onde existe variagdo da
monotonia de /. Note-se que existe variagdo de monoto-
nia em extremos locais de f. Normalmente, esta variagdo
de monotonia ¢ calculada através do calculo da derivada.
No entanto, dada a restri¢do auto-imposta de ndo usar
técnicas de derivacdo, a variagdo de monotonia ¢ aproxi-
mada pela variagdo de sinal da taxa de variagdo média
(TVM) entre dois pontos, 4 ¢ B:

(B)-f(4)
My = HE D

Note-se que o processo de determinar um ponto isolado
ndo podera ser nunca um método baseado no método da
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secante, pois este pressupde que existe sempre variacao
de sinal de f no intervalo que estamos a considerar. Ora,
por defini¢do de ponto isolado, essa variagdo de sinal de f
ndo existe numa vizinhanga do ponto isolado.

Portanto, o algoritmo de determinagdo dum ponto isolado
comega por determinar o ponto extremo (em valor abso-
luto) de f num dos segmentos fronteiros dum subespago
terminal. Depois, calcula-se o segmento de recta perpen-
dicular ao segmento anterior no ponto extremo. Repete-
se este processo de calcular novo ponto extremo € novo
segmento perpendicular ao segmento anterior até atingir
o ponto minimo em valor absoluto (ou seja, o ponto iso-
lado) que é um zero da fung@o.

Este processo de determinagdo do ponto isolado consiste
basicamente em determinar a sequéncia de pontos P,
P,,...,P,, sendo que os varios P; calculados sdo os pontos
minimos relativos de f nos varios segmentos gerados.
Este processo podera ser interpretado como o percurso
dos pontos minimos relativos até chegar ao ponto isola-
do, se ele existir (Figura 5).

O algoritmo para determinar um ponto isolado serd en-
tdo:

ALGORITMO 3 (ISOLATEDPOINT)
INPUT:
(a) Q: subespago terminal de R?
(b) S: segmento fronteiro de Q
OUTPUT:
(a) P;: ponto isolado
Begin
— P, < PONTOEXTREMO (S)
- P, < NOVOPONTOEXTREMO (P,, S €, 5)
— if (Py) return P;
— return NULL
End

O algoritmo para determinar o ponto candidato é o se-
guinte:

ALGORITMO 4 (PONTOEXTREMO)
INPUT:
(a) S:segmento de recta pertencente a Fr(€2)
OUTPUT:
(b) P.: ponto extremo
Begin
Percorrer o segmento de recta S, e determinar o ponto

onde existe variacdo da TVM|,z, onde 4, B € S e ndo
existe variagdo de sinal de f.

End
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c) d)

Figura 5: Determinar ponto isolado.

ALGORITMO 5 (NOVOPONTOEXTREMO)
INPUT:
(a) P,: ponto extremo
(b) S: segmento fronteiro de Q2 ao qual pertence P,
(c) Q: subespago terminal de R?
(d) N: nivel de recursividade
OUTPUT:
(a) P; ponto isolado
Begin
— if (N=0)v( P,=NULL)) return NULL
- if (f{P)ILTOL) return P,
— § <« segmento contendo P.e L Sem Q
- P, < PONTOEXTERMO(S)

— return NOVOPONTOEXTREMO (P,, S Q, N-1)
End

3. CONTINUAGAO E VISUALIZAGAO DA
CURVA

Para representar a curva, € necessario ter um processo
que permita atravessar a arvore BSP e estabelecer uma
sequéncia correcta dos seus pontos. Pela Figura 1, tor-
na-se claro que s6 os nds terminais t€m os pontos que
interessam representar. Os nds intermédios servem so-
mente para controlar o processo de subdivisdo do espago.
Deste modo, para efeitos de visualizago, interessa so-
mente percorrer os nos terminais duma forma sequencial,
de modo que o processo de visualizagdo da curva seja
equivalente a percorrer uma lista ligada.

Desta forma, ha um ganho que ¢ tendencialmente 50% na
representacdo da curva C em relagdo a travessia da arvore
BSP na sua totalidade, visto que uma arvore BSP de altu-
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ra N tem 2V"'-1 nos, ao passo que a lista dos nés termi-
nais tem somente 2" nos (cerca de 50% dos nés da BSP).

Deste modo, o algoritmo geral para representar grafica-
mente a curva implicita serd o seguinte:

ALGORITMO 6 (CURVE)
INPUT:
(a) C:acurvaimplicita

Begin

1. Q « regido rectangular de R*

2. BSP(Q, 7)

3. Visualizar C
End

O sub-algoritmo BSP (passo 2) € a parte principal de
todo o algoritmo, sendo descrito do seguinte modo:

ALGORITMO 7 (BSP)
INPUT:
(a) €: subespago de R?
(b) d: nivel de recursividade
Begin
1. if (d=0) return
2.1 <BSPLINE(Q)

3.if ()
. SUBSPACES(/, ©, Qiefr, Qright)
. BSP(Qep, d- 1)
. BSP(Qigh, d - 1)
else // estamos perante um subespago terminal
. ISOLATEDPOINT(Q)
End

Note-se que o terceiro critério de paragem ¢ dado pelo
nivel de recursividade (ou grau da arvore BSP). Para os
testes realizados, assumiu-se que o nivel maximo de re-
cursividade era 7.

4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

O algoritmo apresentado mostrou-se relativamente rapi-
do, mesmo tendo em conta que ¢ um algoritmo de BSP.
Curiosamente, o algoritmo ¢ mais rapido em segmentos
da curva com maior varia¢do de curvatura. Isto resulta do
facto de os subespagos terminais se tornarem rapidamen-
te mais pequenos em curvas com grande oscilacdo da
curvatura, tornando a procura das solu¢des mais rapida.

As curvas apresentadas na Figura 6 foram desenhadas
com a precisdo de & = 10° e com o nivel maximo de re-
cursividade na arvore BSP igual a 7. A figura de mérito
fepp (acrénimo de function evaluations per point) refere-

14

se ao numero de vezes que uma fungdo ¢ calculada para
que seja determinado com precisdo um ponto da curva.

Na Figura 6 mostram-se varias curvas € respectivas sub-
divisdes espaciais. Na Figura 6(a) esta representada uma
aproximagdo a curva (x-1)(y-1)=0 através dum conjunto
finito de pontos. Esta curva pode ser vista como a unido
das rectas perpendiculares x-1=0 ¢ y-1=0 em R’

Na Figura 6(b) e (c) estdo representadas duas curvas,
cada uma das quais tem um ponto isolado. A curva da
Figura 6(d) tem trés componentes, ao passo que as
restantes curvas da Figura 6 tém duas componentes, mas
nenhuma delas tem pontos isolados.

Note-se que o tempo para desenhar cada curva (e respec-
tiva subdivisdo do espago ambiente) é uma fracgdo pe-
quena de um segundo, o que ¢ bastante razoavel para
algoritmos de subdivisdo espacial. Isto deve-se em parte,
por comparag¢ao com outros algoritmos de subdivisdo, ao
menor numero de vezes que a fungdo ¢é calculada para
cada ponto que ¢ determinado, i.e. o valor de fcpp é me-
nor. Este valor permite, de algum modo, avaliar a efici-
éncia do algoritmo; por exemplo, em [LopesO1], esse
valor € cerca de 23. Os resultados dos testes apresentados
na Figura 6 foram realizados num PC com processador
Intel Pentium 500MHz, 128MB RAM e com o sistema
operativo Windows NT.

Os sistemas de software comerciais como, por exemplo,
o Maple e o Mathematica ndo incorporam algoritmos
precisos e correctos para representar curvas implicitas.
Em geral, sdo capazes de representar parcialmente curvas
implicitas, mas falham claramente na representagdo das
suas singularidades (e.g. auto-intersec¢des). Por exem-
plo, o ponto P=(1,1) de auto-intersec¢do da curva (x-
1)(y-1)=0, representada na Figura 6(a), ndo é representa-
vel naqueles sistemas comerciais. Os pontos isolados da
curvas representadas em (b) e (c) da Figura 6 também
ndo sdo detectaveis pelos referidos sistemas.

Note-se que, em geral, os algoritmos de subdivisdo do
espago permitem determinar uma boa aproximagdo duma
curva implicita [Lopes01]. Infelizmente, estes algoritmos
ndo conseguem distinguir um ponto regular de um ponto
singular (ou singularidade). Além disso, s6 por mera sor-
te estes algoritmos conseguem determinar a existéncia
dum ponto isolado.

5. CONCLUSOES

O algoritmo proposto resultou do desenvolvimento dum
outro algoritmo proposto pelos autores (veja-se [Morga-
do02]). No entanto, ao contrario do anterior algoritmo, o
algoritmo aqui e agora proposto baseia-se unicamente no
conceito de subdivisdo bindria do espago. O algoritmo
descrito em [Morgado02] ¢ a bem dizer um algoritmo
hibrido, pois faz uso ndo s6 do conceito de subdivisdo do
espago, mas também do conceito de vizinhanga usado
nos algoritmos de persegui¢do ou continuacdo da curva.

Além disso, o algoritmo permite também determinar as
varias componentes da curva, pontos isolados inclusivé.
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(-1(-1)=0

(Hy)((e-2)+(-1))=0

fepp =13, 5; drawing time = 0.11s (a) fepp = 13.8; drawing time = 0.11s (b)
(P +y2-4) (- 1) 4%-0.3)((e+ 1) 47-0.3)(x+(-2)°-

(/105y/2-1)((x-0.5)*+(-0.5))=0 0.4)(+(+2)*-0.4) = 0 q

fepp = 15.25; drawing time = 0.09s (c) fepp = 15.01;drawing time = 0.31s (d)
0.004+0.11x-0.177y-0.174x*+0.224xy-0.303y*-0.168x°+0.327x%y-
0.087xy?-0.013y*+0.235x*-0.667x’y+0.745x%y*-0.029xy’*+0.072y"= 0
fepp = 15.01; drawing time = 0.25s @) H
. \ I i i) L 1A L 0 S R B A T O
yx*+y*-4-2x = 0 sin®(2x)+4sin’(y)-3sin(2x)sin(y)=0
Sfepp = 18; drawing time = 0.23s (2) fepp = 14.53; drawing time = 0.92s (h)
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Figura 6: Resultados experimentais.
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Note-se que, talvez, a maior contribui¢do deste artigo €
precisamente resolver o problema da determinagdo dos
pontos isolados.

O algoritmo mostrou-se relativamente rapido e pensamos
que poderia ser incluido nos sistemas graficos actuais.
No entanto, a rapidez do método depende em grande par-
te da eficiéncia do método de célculo da intersec¢do entre
um segmento de recta e a curva. Por isso torna-se impor-
tante para o futuro encontrar algoritmos que permitam
acelerar esse processo.
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